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求 u ∈ H10(Ψ),使得




　　设 Xh  X =H
1
0(Ψ)为 k 阶有限元子空间 ,则有




{h ‖w -v ‖ +‖w -v ‖0}≤ ch
k ‖w ‖ k
(3)
这里 ‖v ‖20=∫Ψ v 
2d x , ‖ v ‖2=( v ,  v).
(2)的 Galerkin逼近解 uh ∈X h 满足
( uh ,  v)+< f(uh), v >=0 ,  v ∈ Xh
(4)
若 u ∈X ∩ H
k
(Ψ),则 uh 有逼近论精度
h ‖ u -uh ‖ +‖ u -uh ‖0 ≤ ch
k ‖u ‖ k (5)





L(w , v)≥a >0
这里L(w , v)≡( w ,  v)+〈f′(u)w , v〉是对称
的.
记双线性算子Lh:X ×X ※R 为
　　Lh(w , v)≡( w ,  v)+< f′(uh)w , v >
 w , v ∈ X





























　　定义投影算子 Qh :X ※Xh ,
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　＊国家自然科学基金资助项目(19691067).
 w ∈ X , Qhw ∈ Xh ,使得
Lh(Qhw , v)=Lh(w , v),  v ∈ X h g .
将有限元子空间 X 分解为X =X h⊕ X h ,即 w ∈X
有 w =Qhw + w ,  w ∈  X 　且Lh( w , v)=0 ,  v ∈
X h ,  w ∈  Xh .
设映照  :wh ∈ Xh ※ (wh)∈ X h ,使得
Lh( , v)+< f(w), v >-< f′(uh)w , v >=0
 v ∈  Xh (7)
显然(7)的解  存在.
定理 1　设  是由(7)所定义的映照 ,则  局部
Lipschitz连续 ,且对于任意给定的 ε>0 ,(1)的解 u
在流形Mh =Graph( )的 ε-邻域内 , 只要 h 满足
ch
2k≤ε.
定理 2　设线性问题L(vg , v)=(g , v),  v ∈
X ,是 H
2
-正则的 ,即 g ∈ L
2
(Ψ), ug ∈ H
2
(Ψ)∩
X ,且‖ ug ‖2≤c g ;则投影算子 Qh ,满足
‖w -Qhw ‖ ≤ ch
k ‖w ‖ k ,  w ∈ X
| w |≤ ch ‖  w ‖ ,  w ∈ X(强 Poincare 不等式)
其中  w =w -Qhw .
在(7)中令 w=Qhu ,则有 v ∈  X h ,
　　　　Lh( (Qhu), v)+(f(Qhu), v)-
　　　　(f′(uh)Qhu , v)=0
又将(2)改写成 v ∈ X
Lh(u , v)+< f(u), v >-(f′(uh)u , v)=0
或Lh(Qhu , v)+Lh( u , v)+< f(u),
v >-(f′(uh)u , v)=0
令 v ∈  X h ,由Lh(·,·)对称性及正交性 ,则有
　　Lh(Qhu , v)+(f(uh)- f′(uh)u , v)=0 ,
　　　　　　 v ∈ Xh (8)
　　另一方面 ,Galerkin逼近方程(4)可写成
　　　Lh(uh , v)+(f(uh)-f′(uh)uh , v)=0
　　　　　　 v ∈ Xh (9)
(8)减去(9),且令 e=Qhu-uh , η=u-uh ,则
　　Lh(e , v)+(f(u)-f(uh)-f′(uh)η, v)=0
 v ∈ Xh
利用中值定理 ,得
　　Lh(e , v)+((f′(uh +tη)-f′(uh))η, v)=0










≤ c‖ f′(uh +





‖e‖ ≤ cl ‖η‖2
于是低频部分的估计有




≤ c‖ u -v ‖
 u , v ∈ B R





‖Qhu -uh ‖ ≤ ch
2k ‖u ‖ k
其中　u , uh 分别为(2)、(4)的解.
对于高频部分的估计有以下定理
定理 4　设定理 3条件满足 ,则
‖(u -Qhu)- (uh)‖ ≤ ch
2k
‖u ‖ k
　　结论　设 u , uh 分别是(2)、(4)的解 、 (uh)满
足
　Lh( (uh), v)+(f(uh), v)-(f′(uh)uh , v)=0
 v ∈  X h
uh 是流形Mh 上的点.若定理 3条件满足 ,则
‖ u -(uh + (uh))‖ ≤ ch
2k
这就说明 u 在流形上的近似解 u＊h =uh + (uh)其
逼近阶比 uh 提高了一倍.
(编辑　赵大良)
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